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Nidhtlineare Spinorgleichungen und affiner Zusammenhang

Von G. Brauxss
Mathematisches Institut der Technischen Hochschule Darmstadt

(Z. Naturforschg. 19 a, 825—827 [1964] ; eingeggmgen am 14. Mirz 1964)

It is shown that the non-linear term of the HEISENB_EﬁG—PAULl-equation can be interpreted as tor-
sion of space-time in the following way. The wavefunction is subjected to a (non-rigid) Lorentz-
transformation varying from point to point: yw=S2 . If the matrix S=S(z) is chosen so that it
satisfies the equation 7;(3S/32%) S—1+I2y; y;4 7,75 w=0, than the non-linear term of the
H.-P.-equation vanishes in the system z’; i. e. 2
with  (324/3z’) y,=S"1y; S ome has 0=y;(Qy/Ced) +Ly; 75y P ;75w = S7,(By/3ar).
This result holds also in the case where the H.-P.-equation contains still a term with y; ¥ y; y
and/or y; A; (A; = electro-magnetic potential), provided A; satisfies the Lorextz-condition
94,;/3z;=0. The proof is a follows: Taking a representation of S in the Dirac-ring, the equation
which determines S splits into 8 equations. Between these equations there exist 2 identities (which
correspond to the PauLi—Girsey-transformation resp. Lorentz-condition) ; so one finally has 6 equa-
tions for the determination of the 6 parameters of S.

In einer unldngst veroffentlichten Arbeit von L hat die Gestalt
v 1 « » _ _ L
R.omc‘sv wurde eine geometrische Deutung des L= 3 [ 7u@u—Tuw) — @u—pT0) 7av].
nichtlinearen Terms der von HeisenserG und PauLr (4)
vorgeschlagenen Spinorgleichung? gegeben. Dabei
wird von folgenden Voraussetzungen ausgegangen: Fir die I'. (Komponenten des affinen Zusammen-
1. Die Komponenten des affinen Zusammenhangs hangs im Spinorkalkiil) gilt im vorliegenden Fall
(im Riemannschen Raum) sind nicht symmetrisch. (I}, =0)
Das heifit, es gilt fiir sie Iu=-T.=1Cuspyays. (5)

Giv(:f. I, +Ch. (1) Variiert man (3) nach Ciw , so folgt

Die I'}, sind die bekannten CrristorreL-Symbole, Cir=(1/8D) prayuysy (AFpF v1). (6)

. . . . A . . _ " &
also symmetrisch in den unteren Indizes. Die Cj, Variation nach © unter Benutzung dieser Beziehung

sind die Komponenten eines vollstindig antisym- Jiefert die oben zitierte nichtlineare Spinorgleichung
metrischen Tensors 3. Stufe; sie reprisentieren die

Windung des Raumes. Betrachtet wird der Sonder- 7 wat+ (1320) (Prizuysy) vivaysw

fall, dal der Raum keine Kriimmung, sondern nur (AFpFr+1)
eine Windung besitzt. Die I'}, kénnen also identisch =71y + B(Pyaysy) 72ysw =0, BE=3b/16.
zum Verschwinden gebracht werden; die Cﬁ., sind (7)

dagegen von Null verschieden.
2. Die Feldgleichungen werden durch Variation

von

Der nichtlineare Term kann also in diesem Zusam-
menhang als Ausdruck fiir eine dem Raum einge-
/- A T, R N——— 2) pragte Windung verstanden werden.

Zu dieser Deutung kann man auch auf einem
gewonnen. R ist die metrische Invariante (Spur des  anderen mehr gruppentheoretischen Weg gelangen,
verjiingten Riemannschen Tensors); fiir I, =0,  der direkter ist und das etwas problematische Varia-

A . . . . . . .
Cl»= 0 nimmt sie folgende Gestalt an *: tionsprinzip vermeidet. Das soll im folgenden ge-
R=Ciu Cip» . (3) zeigt werden.
! V. I RopiCev, Soviet Phys.-JETP 40, 1169 [1961]. 3 Uber doppelt auftretende Indizes ist zu summieren, Komma
2 H. P. Dirr, W. Hersenserc, H. MrrterR, S. Schrieper u. K. bezeichnet partielle Ableitung.

Yamazaxki, Z. Naturforschg. 14 a, 441 [1959].
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Zundchst sei zur Abkiirzung

m=yiys, Ci=Bypnysy (8)
gesetzt, so daf} Gl. (7) in der Form
nyai+Cimy=0 (9)

geschrieben werden kann.

' werde nun einer von Punkt zu Punkt verander-
lichen LorenTz-Transformation unterworfen:

'q_vzsy!,, (10)

S ist definiert durch

Ui Yu=S"171S; (11)

die a;, sind die Koeffizienten einer allgemeinen
Lorextz-Transformation. (Zum Beispiel gilt fiir eine
rdaumliche Drehung um die z-Achse mit dem Dreh-
winkel ¢: S,,=cos}@+7y,7,sind¢.) Schreibt
man eine allgemeine Lorextz-Transformation als
Produkt der einzelnen Lorentz-Transformationen
und fithrt man die Bezeichnungen

Po=1, Bi=7273> Ba=7371s Ba=7172>
Bs=7174s Bs=727a> Be=7374s B1=75

(12)
ein, so erkennt man leicht, daf} sich S in der Form
S=f4ps A=0,1,...,7 (13)

schreiben lafit; die f; sind gewdhnliche komplexe
Groflen (Parameter).

Durch die Transformation (10) geht Gl. (9) tber
in

viSYa+ (1SS 1+ C) Sy’ =0. (14)

Es soll nun das Verschwinden des in der Klammer
stethenden Ausdruckes gefordert werden; d.h., es
wird

281814+, Ci=0 (15)

gesetzt. Da die Transformationen S eine Gruppe
bilden, so kann man den Ausdruck S,;S! in der
folgenden Form schreiben

SiS'=FEi4fis A=0,1,...,7. (16)

Nun gilt allgemein

4 7 4
Z Gy Vu Z bifa= Z (cvypp+dr);  (17)
Ao =1

p=1

au, b, cu, d. sind gewohnliche komplexe Zahlen.

Das heifit, die Multiplikation eines Elementes des

G. BRAUNSS

durch die y,. aufgespannten Raumes mit einem Ele-
ment des durch die f4 aufgespannten Raumes liefert
ein Element des Raumes, der durch die 7. und die
71, aufgespannt wird.

Gl. (15) zerfallt daher in 8 Gleichungen, zwischen
denen jedoch 2 Identititen bestehen (s. Anhang).
Es bleiben daher hochstens 6 voneinander unabhén-
gige Gleichungen; das sind gerade soviel, wie der
Zahl der Parameter einer Lorentz-Transformation
entspricht.

Gl. (14) nimmt mit der Bedingung (15) folgende
Gestalt an
7Sy i=0. (18)
Multipliziert man von links mit S™! und beachtet.
dal}

S—l Ya S = '}' w Xu="7Yu ao:;:, (19}

ist, so wird schlieB3lich

Sy’ :
Vis =0. (20)

:rl(
Es existiert also in jedem Punkt des (euklidischen)
Raumes ein orthonormiertes Bezugssystem, in dem
der nichtlineare Term der Gl. (7) verschwindet. Legt
man die Anfangsbedingungen fest, so sind diese
Systeme durch (15) bestimmt und gehen durch
Lorentz-Transformation auseinander hervor. Ein
solches Verhalten kann als eine dem Raum einge-
pragte Windung, die durch den Term i/ y;y5vy re-
prasentiert wird, verstanden werden.

Anhang

Der Nachweis, dal zwischen den der Gl. (15) ent-
sprechenden Gleichungen Identitdten bestehen, kann in
folgender Weise gefithrt werden: Zunéchst sei bemerkt,
dal (15) invariant ist gegen die Transformation

S—SS,, S'—S5,71S71, S,=const, detS, = 0.
(21)

Das bedeutet, dal} die Festlegung einer bestimmten An-
fangsbedingung von S keine Auszeichnung irgendeines
Punktes bedeutet. Daher kann, wenn man eine infini-
tesimale Transformation betrachtet, stets von dem Aus-
druck

S=14+e484 A=1,2,...,6 (22)
ausgegangen werden; die &4 sind die infinitesimalen
Parameter einer Lorextz-Transformation. Man erhilt
nun mit diesem Ausdruck unter Vernachlassigung von
GroBen, die von hoherer Ordnung klein sind, aus (15)

die folgenden Gleichungen
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—&p3+E39+844=0, ]
—&31+813+84=0, (23 a)
—&12t&1+84=0,
—&41—E59—¢E63=0,

E53— €2 €14= Cy,
56,1—54,3—52,4=C2 N\ (23b)
40— 851 —E34= Cs,

e11+E22+833=Cy.

7

Aus den 4 letzten Gleichungen folgt durch Differentia-
tion und Summation

Ci:=0. (24 a)
Beachtet man die Abkiirzung (8), so a6t sich leicht an
Hand der Gl. (7) zeigen, da} (24 a) eine Identitat ist:
Man multipliziert (7) von links mit ¥ y5 und die zu
(7) adjungierte Gleichung von rechts mit —y5y. Aus
der Summe folgt *

@rysp) i =1"2C1=0. (24'b)
* Die Gln. (24 b) und (27) werden tiblicherweise als Erhal-
tungssitze gedeutet, die aus der Invarianz der Gl. (7) gegen
die PauLi—Girsey-Transformation folgen. [Siehe z. B. E.
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Die 2. Identitdt ergibt sich aus den 4 ersten Gleichun-
gen (23 a): Differenziert man die 1. bzw. 2., 3. Glei-
chung nach z! bzw. 22, z® und addiert, so erhélt man
B4 a1t E542+Egas = (E41+E52+83).4a=0. (25)
Daraus folgt durch Integration unter Beachtung der
Forderung nach Symmetrie in allen 4 Koordinaten die
4. Gleichung. Fiir den Fall, dal neben dem Pseudo-
vektor C; noch ein Vektor A4; vorkommt, d. h., in (15)
noch ein Term mit y; A4; auftritt, sind die rechten Seiten
der Gln. (23 a) nicht gleich Null, sondern beziehungs-
weise gleich A,, Ay, A3, A,. Damit die 2. Identitat

gewdhrleistet ist, mufl man fordern
A;;,=0. (26)

Identifiziert man z. B. 4; mit dem Potential des elektro-

magnetischen Feldes, so ist (26) die sogenannte Lo-

reNTz-Bedingung. Definiert man dagegen 4, 5 ¥ iy,

so ist die (26) entsprechende Gleichung
(¥ riy) =0

eine aus (7) folgende Identitat.

(27)

Scumurzer, Wiss. Z. Univ. Leipzig, 11. Jahrgang (1962),
Math. Nat. Reihe, Heft 2.]



